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Resum&-L’equation de I’energie moyenne d’une couche limite homogene turbulente incompressible 
avec transfer-t de masse a 6th numtriquement integrb et le coeffkient de transfert de chaleur obtenu 
sous forme de nombre de Spalding, a l’aide dea hypotheses de nombres de Prandtl laminaire et turbulent 
constants, dun taux r&kit de transfert de masse constant, dune distribution de temperature it. la paroi 
en fonction echelon, et d’une loi unitib de vitesse de paroi. 

On prbente aussi quelques rksultats de mesure de profiles de vitesse et de temperature en comparaison 
avec les resultats thtoriques. 
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NOTAT3ONS 

systeme de coordonnees de la couche 
limite ; 
origine de la couche limite thermique; 
composantes suivant x, y de la vitesse 
moyenne ; 
vitesse exterieure ; 
vitesse normale d’injection ; 
temperature ; 
temperature a la paroi et 5 l’exterieur ; 
masse volumique ; 
viscosites laminaire et turbulente ; 
conductibilites thermiques laminaire 
et turbulente; 

= PIP; 
chaleur specifique a pression con- 
stante ; 
= 0,4, constante de von Karmrin ; 
tension de frottement parietal ; 

* Travail subventionne par la D.R.M.E. contrat no 40465. 

= [ u dy, fonction de courant ; 

=K - WVe - T,); 
= J(r,/p), vitesse de frottement ; 

=jo uJvdx; 

= YUdV ; 
=u/u,; 
= V~U~ ; 

=(cL -f- 4/p; 
=q/v; 
cf. equations (8) et (9); 
coeffkient de frottement ; 
nombre de Stanton ; 

= PrSt/,/(C,/2), nombre de Spalding ; 
= ,uC,/.ll, nombre de Prandtl ; 
=.sC,,/u, nombre de Prandtl turbu- 
lent ; 
-=(/4 4 &)C,@ -5 E), nombre de 
Prandtl mixte ; 
= u,x/v, nombre de Reynolds. 
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1. INTRODUCTION 

PARMI les methodes utilisables pour refroidir 
les surfaces soumises a l’echauffement par con- 
vection, le transfert de masse, dont il est question 
dans cette etude, consiste a injector de la paroi 
dans la couche limite un fluide de temperature 
inferieure a la temperature de frottement [l]. 
L’effet d’une telle injection est double. Premiere- 
ment, une partie du flux de chaleur incident est 
absorbee par la masse calorihque du fluide 
inject6 et eventuellement par la chaleur latente 
de son changement d’etat. Deuxiement, l’in- 
jection modifie les proprietes de la couche 
limite non seulement par la nature du fluide 
injecte qui peut &tre differente de celle de 
l’ecoulement general, mais encore, m&me dans 
le cas dune couche limite homogene, par la 
presence d’une vitesse normale a la paroi. Cette 
vitesse qui, tout en restant faible, peut atteindre 
des valeurs. cornparables a celles de la com- 
posante normale de la vitesse dans la couche 
limite en absence de l’injection, introduit une 
perturbation importante dans la couche limite 
et reduit ainsi le coefficient de transfert de 
chaleur: c’est l’effet d’ecran que seul nous 
considtrerons. 

L’influence de l’injection dans une couche 
limite laminaire est assez bien connue car le 
systeme d’equation peut etre inttgre au moins 
numeriquement et le calcul mene a terme dans 
bien des cas (par exemple [2-4]). Ces rbultats 
ont montre une diminution notable des co- 
efficients de frottement et de transfert de chaleur 
et un Cpaississement de la couche limite. 

De m&me que dans le cas sans injection 
on ne dispose que d’une approche semi- 
empirique pour l’etude de la couche limite 
turbulente avec injection. Le regime dynamique 
a principalement CtC Ctudie dans le cas dune 
plaque plane [5] a [ 1 l] et le regime thermique 
en est souvent deduit par l’analogie de Reynolds 
[5], c’est a dire en supposant essentiellement 
que le nombre de Prandtl laminaire est tgal a 
l’unid et que l’hypothese d’un nombre de 
Prandtl turbulent unite reste valable en presence 
de l’injection. 

En effet, en fluide incompressible a proprietes 
physiques constantes, l’equation de l’tnergie 
moyenne s’ecrit en negligeant la dissipation 

[12,13] 

(1) 

ou le nombre de Prandtl mixte est par definition 

pr, = $+--&fP - 1 E+ 
+&c+ - 1) 

(2) 

7% f 

avec les conditions aux limites 

y = 0, T = T,(s), y -9 r-‘, 

T --t T,, = Cte. 

La comparaison de cette equation avec l’equa- 
tion dynamique pour la plaque plane et les 
conditions aux limites respectives montrent que 
si Pr = Pr, = 1, si la paroi est isotherme et si 
la couche limite thermique a la meme origine 
que la couche limite dynamique (regime ther- 
mique Ctabli), alors les profils de vitesse u/u, et 
de temperature (T - T,)/(c - T,) sont ident- 
iques quelle que soit la distribution de la 
vitesse d’injection V&X). On a notamment 

St = c,/2. (3) 

L’influence des nombres de Prandtl Pr, Pr, 
differents de l’unite dans une couche limite 
turbulente avec transfert de masse ne semble 
avoir CtC etudiee que sous l’hypothbse element- 
aire d’koulement parallele [6]. 

Par ailleurs, il est inttressant d’ttudier le 
regime thermique transitoire, c’est a dire le 
retard de l’etablissement de la couche limite 
thermique par rapport a la couche limite 
dynamique, ce retard pouvant par exemple Ctre 
occasionne par celui de l’injection lorsque ie 
transfert de chaleur est directement lie a 
I’injection de gaz froid dans la couche limite. 
Enfin, comme il est generalement admis que le 
nombre de Prandtl turbulent ne depend que du 
regime dynamique, l’equation de l’bnergie (1) 
est lineaire en T et on peut se limiter a l’etude 
du cas Cltmentaire dune distribution de tem- 
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perature a la paroi Tp(x) en fonction echelon a 
x = x,,. Le cas d’une distribution de T,(x) 
quelconque peut s’obtenir alors par super- 
position de ces solutions Clementaires. 

Nous allons Ctudier ce probleme Clementaire 
pour Pr et Pr, Cgaux ou difkents de l’unite. 
Pour cela nous utilisons une methode developpee 
a l’origine par Lighthill [14] pour lineariser 
les equations de la couche limite laminaire. 
Cette methode a 6te reprise par Spalding [15] 
Kestin et alii [16, 171 pour la couche limite 
turbulent sans transfert de masse. Le principe 
consiste a integrer l’equation (1) en y rem- 
placant les variables dynamiques U, c’, E par 
leurs expressions valables seulement pres 
de la paroi. Comme l’equation (1) est la mCme 
avec ou sans gradient de pression, si l’on peut 
supposer que ces expressions sont insensibles 
au gradient de pression, les resultats seront 
aussi valables pour un gradient de pression 
non nul. Les equations du probltme Ctant 
les memes, nous avons aussi inclus les cas 
d’aspiration up < 0 et de chauffage T, > T,. 

2. EQUATION TRANSFORMBE DE 
L’ENERGIE 

Soit une couche limite turbulente incom- 
pressible soumise a un transfert de masse v,(x) et 
dont la temperature a la paroi est &gale a la 
temperature de l’ecoulement general T, jusqu’a 
l’abscisse x = .x0 et &gale a la temperature 
T, = constante a partir de x0. x0 definit 
l’abscisse de l’origine de la couche limite 
thermique qui peut i3re la meme que celle 
de la couche limite dynamique (regime Ctabli) 
ou situ&e en aval de cette dernibre (regime 
transitoire). 

L’tquation (1) et les conditions aux limites 
s’ecrivent alors : 

ae ae a p-f.5ae -_ 
‘Z+ “&=i$ ppr,ay 3 ( > (4) 

x = x0, e = 0; Y = 0, x > x0, 

@= 1; Y + so, e -+ 0. (5) 
Definissons la fonction de courant comme le 

debit entre la paroi et l’ordonnee y : 

q = iudy. 
0 

En presence du transfert de, masse, une ligne 
de courant n’est plus caracterisee par q = 
constante, mais cette definition de 4 permet 
d’ecrire la loi de vitesse prb de la paroi d’une 
man&e plus simple. Avec les variables x et q 
de Von Mises, l’equation (4) se transforme a 
l’aide de l’equation de continuite en : 

ae a p + & ae 

i > 

ae 
z=zj pPr,%j -“G$ (6) 

Comme la plus grande partie de la variation de 
temperature a lieu dans la zone prbs de la 
paroi, on peut, suivant [14, 151, remplacer 
d’une man&e approximative dans cette Cqua- 
tion, E et u par leurs valeurs deduites de la loi 
universelle de vitesse prb de la paroi. Pour cela, 
il est commode d’utiliser a la place de x et q, 
les variables rtduites x+ et U+ comme variables 
independantes. L’equation (6) devient alors : 

(s)“+ = (t$).+ (iq, 
x [gg(gJx+ gqx+ - VP] 

- (i$),+ (S).+* t7) 

Pres de la paroi, U+ et E+ sont des fonctions 
universelles de q+ et VP+, et on a (voir appendice 1) 

(gq+ = (gJ+ s7 
au+ ( > 1+ v;lJ+ 
+ aq x+ = E+~+ ’ 

En reportant dans (7) ces relations valables 
seulement pres de la paroi et en faisant pour 
simplifier les changements de variable successifs 

1 
z = 7log(l + I++), 

VP 

(8) 
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5 = ~J+,dz, (9) 

z &ant identique a uf en absence du transfert 
de masse (v: = 0), l’equation (7) s’tcrit alors : 

Les conditions aux limites (5) deviennent : 

x+ = 0, 9 = 0; 5 = 0, s+ > 0, 

%= 1; 5 --+ x, 9 -+ 0. 

(10) 

(11) 

Nous supposons pour simplifier uJ constant, 
ce qui signifie en tome rigueur que la vitesse 
d’injection est proportionnelle a la vitesse de 
frottement. Cette hypothtse est approximative- 
ment verifiee pour une vitesse d-injection con- 
star&e quand dans la zone Ctudiee, le coefficient 
de frottement est sensiblement constant. On 
peut alors negliger le dernier terme dans 
t‘equation (10) qui devient : 

Le transfert de chaleur a la paroi est caracterid 
par le nombre de Spaiding defini par : 

=- pr $ i ) (13) 

On a tenu compte de la relation Pr, = Pr B la 
paroi dans la derniere egalitt. 

Nous allons inttgrer numeriquement f’tqua- 
ticm (12) awe Zes oon&ions ((2 1~) Paroyennant 
les hypotheses de Pr et Pr, constants et d’un 
coefficient de viscosite mixte rtduit E+ deduit 
dune loi universelle de vitesse qui raccorde 
d’une man&e lisse la loi de vitesse dans la 
sous-couche laminaire a la loi de vitesse dans 
la region de turbulence de paro.i psoposee ,par 

C. QUEMARD 

Stevenson [9] (voir appendice 1): 

&+ = 1 + 0,0443(1 + ,;,+,+ 

x e” ( _&g-g .J (14) 

avec 

2K 
U = -[(l -t- r;,+,+ - 11. I> + 

“P 

Dans I’equation (12), Pr, est fonction de E+ 
par sa definition (21, E+ est fonction de U+ 
d’aprb (14) et U+ est finalement exprimable en 
fonction de t d’apres (8) et (9), 0; &ant le 
parametre du taux d’injection. Remarquons 
que si pour I’injection nulle rp+ = 0, I’equation 
(10) ne depend finalement des nombres de 
Prandtl que par le rapport Pr/Pr, [18], il 
n’en est plus de meme en presence de I’injection. 

3. M~THORE D’~~GRATION NUM~RIQUE 

En posant 

f(5) = ES 
?n 

l’equation (12) s’ecrit sous forme de differences 
finies : 

9(.X+ f AX+, c) = 9(.-i+, 5) 

- 

avec 

As + 

’ = (A@f(O 

Cette equation-pet-met de caiculer le profil 9 a 
l’abscisse s+ -?- AY+ ri partie du profil a 
l’abscisse s’ . Toutefois, d’apres Kestin et 
Persen [16] citant Schmidt, qui ont integre 
l’equation (15) pour v,’ = 0, la stabilite du 
calcul implique 4 c 0,5, de sorte que l’equation 
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(15) est inutilisable a la paroi puisque quand 
5 + 0, on a f(c) + 0 et d, + s. Pour calculer 
8 au premier pas de la park (g = Al), nous 
utiliserons l’equation (12) & la paroi : 

qui s’ecrit sous forme de differences finies : 

Le nombre de Spalding est alors d’apres la 
d~~nition (13) 

s&u+) = Ar 
1 - 19(x+, A$+ 

. 

L.inversi~n de l’int~grale (9), necessaire pour 
le calcul def(c) a et& effectuee par iteration en 
utilisant la seconde formute de Simpson pour 
l’integration numerique. 

Les pas A.uf et A[ doivent etre choisis tels 
que f# c 0,5. Des essais pr~liminaires ont montre 
que l’on pew se contenter des pas relativement 
larges alin d’~conomiser le temps de calcul. 
Le tableau de pas ci-dessous a finalement Cti: 
utilise : 

xc A”+ 
# maximal 

(Pr = 1, Pr, = 1) 

1-10 44 0,03 0,23 
m-102 0,4 094 0,32 

102.-1UJ 0.8 0,4 09 
IO’-104 1.6 3 0,36 

I1 est possible de c~~men~er f~~mellemen~ 
I’integration numerique de l’equation (15) a 
partir de I+ = 0 en utilisant la condition 
initiale (11). Mais au voisinage de s+ = 0, la 
condition de stabilite # c 05 imposerait des 
pas tres fins qui alfongeraient le temps de 
calcul. II est done plus indiqd d’utiliser comme 

condition initiale une solution analytique en 
laminaire pour X’ su~samment petit. En 
effet, puisqu’au depart, la couche limite 
the~ique est enti~rem~nt contenue dans la 
sous couche laminaire, on a E+ = 1, U+ = z, 
Pr, = Pr et l’kquation (12) prendra sa forme 
laminaire 

Dans le cas sans transfert de masse 0; = 0, 
Lighthill [14] a montrk qu’en posant 

r3 
4 

cJ = gs+prZ’ 

cette equation devient : 

dont la solution vkrifiant les conditions (11) est : 

y et I” designent les fonctions euleriennes 
incomplete et complete. En presence du trans- 
fert de masse, on verifie que pour v,’ petit, 
l’tquation (16) admet la solution au second 
ordre en v,’ prb (voir appendice 2) : 

Nous avow utilise cette solution analytique 
pour commencer le calcul numerique en .X + = 1.. 

4, PESULTATS NUMERIQUES 

L’ensemble du calcul a Cte effectue sur 
ordinateur IBM 1620 pour les taux rtduits 
d’injection up’ = -0,025, 0, 0,025, 0,050 et 
0,075 et des .Y+ variant de 1 a 104. Nous avons 
limit& le calcul a .y+ = lo4 pour une question 
de temps, en effet un calcul pour un seul taux 
v,’ dure 3 h 30 min environ. Le cas sans transfert 
de masse a eti: inclus en vue de comparer 
avec les r&Mats de [16, 171. Trois series de 
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I$+=-0,025 

-Pf: 1 Pq i 1 

--Pr : 471 PO : 1 

----PI= q71 

8 12 16 20 24 

FIG. l(a). Profil de tempkature O(z): rf = -0,025 

yp+. 0 

----/+*I P', = 1 

--Fr= 471 &=I 

--=Pr= n,71 Prf=o$ 

:\i 

4 

FIG. l(b). Profil de tempchture 6(z): ud = 0. 
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4s 

8 

42 

FIG. l(c). Prohl de tempkrature O(z): up+ = 0,025 

16 

I yp+ i 0,050 

20 24 

FIG. l(d). Profile de tempkrature Q(z): v: = 0,050 
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4 8 12 16 

FIG. I(e). Profil de temptkature B(z): II; = 0,075. 

calcul ont CtC effectukes pour les nombres de 
Prandtl. 

1 t 
0,71 I 
0.7 1 0,80 

On a reprbentt Fig. 1 quelques uns des 
profils de tempkature 8 en fonction de z 
montrant l’influence du transfert de masse et 

0.40 I .- I / II 

I$3 vP’ j I I II I II / ,, 

4 710 4 7102 4 710’ 4 7 10’ 

/ j I I! I 11 

7 10 4 7102 4 ? IO’ G 7 1D’ 
x* 

FIG. 2(b). Nombre de Spalding .Sp [x’]: Pr = 0.71. Pr, = 1. 

o.co 

! ! 
(4 j I 

__+_-‘_i____ 1 1 
! / ; _.+qzJ I 

4 710 4 710’ I 7 10‘ i 7 10‘ 

Ftc.. 3(a) Nombre de Spalding S+Y[X+]: Pr = I. Pr, = 1. FIG. 2(c). Nombrede SpaldingSp [x+]: Pr = 0,71,Pr, = 0,8. 
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Tableau 1. Nombre de Spalding 

(a) Pr = 1, Pr, = 1 

+ 
“P 

__j_\\_\ X+ 

4 0,3369 
7 0,28048 

10 0,24948 
40 0,15889 
70 0,13346 

100 0,12006 
400 0.08716 
700 0,07706 

1000 0,07215 
4000 0,06033 
7000 0,05572 

10000 0,05330 

0 0 C’71 -0,025 0,025 0,050 0,075 

0,2498 
0,1589 
0,1335 
0,120o 
0,08466 
0,07598 
0,07151 
0,05883 
0,05504 
0,05288 

434584 0,32817 0,31964 0,31133 
0,28945 0,27178 0,26335 0,25518 
0,25952 0,24075 0,23235 0,22425 
0,16818 0,15018 0,14204 0,13443 
OJ4274 0,12493 0,11711 0,10994 
OJ2928 0.11172 0.10419 0,09738 
0,0952 1 0,0802 1 0.07418 0,06893 
0,08476 0,07057 0,06505 0,06032 
0,07970 0,06587 0,06058 0.05608 
0,06698 0,05493 0,05043 0,04664 
0,06237 0,05044 0,04613 0,04253 
0,05998 0,04806 0,04382 0.04033 

(b) Pr = 0,71, Pr, = 1 

4 0,2989 
7 0,2494 

10 0,222 1 
40 0,1418 
70 0,1191 

100 0,1071 
400 0,7608 
700 0,6814 

1000 0,6303 
4000 0,5089 
7000 0,4676 

10000 0.4452 

0 [l71 - 0,025 0,025 0,050 0,075 

0.2228 
0,1418 
0,119l 
0,1072 
0,07503 
0,06680 
0,06248 
0,05007 
0,04638 
0,04428 

0,30433 0.29325 0,28828 428315 
0,25485 0.24410 0,23896 0,23396 
0,22754 0,21675 0,21162 0,20667 
414737 0,13647 0,13152 0,12689 
0,12467 0,114Oo 0,10929 0.10496 
0,11675 0,10218 0,09768 0,09359 
0,08074 0,07210 0,06863 0,06560 
0,07162 0,06364 0,06053 0,05783 
0,06697 0,05927 0,05630 0,05376 
0,05458 0,04786 0,04533 0.04321 
0,05038 0,04388 0,04152 0,03960 
0,04815 0,04168 0,03939 0,03750 

(c) Pr = 0,71, Pr, = 0.80 + 
VP \I 0 

X+ 
- 0,025 0,025 0.05 0,075 

\ 

4 0,29890 0,30436 0,29356 0,28832 0,283 19 
7 0,24947 0,2549 1 0,24418 423905 423406 

10 0,22216 0,22763 0.21687 0,21176 0,20682 
40 0,14222 0,14777 0,13703 0,13217 0,12764 
70 411993 0,12534 0,11496 0.11042 OJO626 

100 0,10824 0,11350 0.10349 0,0992 0,09533 
400 0,07850 0,0827 1 0,07489 0,07177 0,06906 
700 407030 0,074 15 0,06706 0,0643 1 406194 

1OCUl 0,06608 0,06978 0,063O 1 0,06041 0,05819 
4000 0,05469 0,05785 0,052Ol 0,04995 404846 
7000 0.05082 0,05386 0,04840 0,04648 0,04488 

10000 0.04868 0,05169 0,04632 0,04443 0,04288 

D 
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des nombres de Prandtl. Nous renvoyons a 
[19] pour d’autres resultats numeriques plus 
detailIt% sur ces profils. Dans ces figures, nous 
avons prefer% utiliser la variable z au lieu de t 
pour faciliter l’interpretation des resultats ex- 
perimentaux puisqu’a l’inverse de 5, z est une 
quantite plus facilement mesurable. 

Le nombre de Spalding calcule est represente 
tableau 1 et Fig. 2. Pour ZI,’ = 0, on y a inclus 
pour comparaison les vafeurs obtenues par 
Gardner et Kestin [17] montrant ainsi que 
malgre des pas assez larges par rapport B ceux 
empioyes dans [ 171, la precision du calcul reste 
acceptable. 

Dans le cas Pr = Pr, = 1, B cause de l’analogie 
de Reynolds, les equations (4) ou (6) (10) et 
(12) avec B remplace par 1 - U/U, representent 
aussi les equations dynamiques sans gradient 
de pression avec respectivement les memes 
degrbd’approximation,de sorte que les resultats 
numeriques dans ce cas peuvent etre utilises 
pour ce probleme dyn~ique; r. represente 
alors le bord d’attaque de la plaque plane que 
l’on peut prendre comme l’origine des x(.Y,, = 0). 
On a alors d’apres (3) 

a= 2 JY > c, 
et 

d Re,. 

Done les courbes de la Fig. 2(a) representent 
aussi l’expression implicite d’une loi de frotte- 
ment de la couche limite sur plaque plane avec 
transfert de masse. 

5. COMPARAISON EXPgRIMENTALE 

Des mesures de profil de vitesse et de tem- 
perature ont CtC effectuees dans une soufflerie 
dont le plancher comporte une partie poreuse B 
travers laquelle on injecte de l’air chauffe. 
De ces pro& on a pu dbduire le coefficient 
de frottement C, done la vitesse de frottement 

14, par l‘equation dynamique integrale. Les 
conditions d’essais et les rtsultats de mesures 
sont indiques en detail dans [19]. Les Fig. 3 
representem les profils de temperature et de 

IO IS 20 

t3 
e 

42 

0 
10 15 20 

I 

FIG 3. Profils de temperature evpCrimenta1 et thdorique O(z) 

vitesse mesures interpretes en 0(z) en compar- 
aison avec les courbes theoriques pour Pr = 0,7 1 
et Pr, = 0,8 aux taux d’injection 0,’ voisins. 
L’accord peut etre considerit comme encourage- 
ant si l’on tient compte de la marge d’imprecision 
generalement attribuee a la determination du 
coefficient de frottement par l’equation in- 
tegrale en presence du transfert de masse. 

6. CONCLUSION 

L’equation de l’energie moyenne d’une couche 
limite turbulente incompressible avec transfert 
de masse a pu &re integrte et le coefficient de 
transfert de chaleur obtenu sous forme de 



nombre de Spalding sous les hypothbes Pr lo. 

constant, Pr, constant, v,’ constant, Tp en 
fonction kchelon et une loi universelle de 
vitesse rac~ordant d’une man&e lisse la loi de 11. 

sous couche laminaire B la loi de turbulence 
de paroi de Stevenson. On a enregistrk un 
certain accord avec les exptriences, ce qui 
suggkre que l’hypothk si souvent utiliske 12. 
faute de mieux, dans le cas sans transfert de 
masse, d’un nombre de Prandtl turbulent 13. 

constant voisin de 0,s pourrait &re appliquke 
aussi en prtsence de transfert de masse. Bien 14. 
sOr, la question de savoir avec plus de prkcision 
comment le transfert de masse peut affecter le 
profil du nombre de Prandtl turbulent dans I” 
une couche limite reste poke. 
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(Janvier 1966). 
R. GOETHALS, L. F. TSEN and C. QUEPAARD, Mesure 
des vitesses dans la r&ion exterieure d’une couche 
limite turbulente avec transfert de masse, C.R. Hebd. 
Sane. Acud. Sci., Paris 262, SCrie A, 1019-1022 (Mai 
(1966). 
R. MICHEL, Couches litiites turbufentes et calcul pra- 
tique des couches limites en fluide incompressible, 
O.N.E.R.A. TP No. 25 (1963). 
J. KESTIN and P. D. RICHARDSON, Heat transfer across 
turbulent incompressible boundary layers, Int. .I. Heat 
Mass Transfer 6, 147 ( 1963). 
M. J. LIGHTHILL, Contribution to the theory of heat 
transfer through a laminar boundary layer, Prof. R. 
Sac. A202,359 (1950). 

Comme dans le cas Pr = Pr, = 1, les Cqua- 

D. B. SPALDING, Heat transfer to a turbulent stream 
from a surface with a step wise discontinuity in wall 
temperature, International Developments in Heat Trans- . 1 fer, Part II, p. 439. Am. Sot. Mech. Enars, New York 
(1961). 
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tions dynamique et de I’Cnergie d’une couche 16, 
limite sans gradient de pression sont identiques, 
les ksultats numkiques obtenus dans ce cas 
peuvent $tre utilisks aussi A la dktermination I7 

’ du coefficient de frottement sur une plaque 
plane en prksence de transfert de masse. 

18. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 
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E. RE~HOTKO and C. B. COHEN, Heat transfer at the 
forward stagnation point of blunt body, NACATN 3513 
(1955). 

Loi Unifike de Vitesse PrPs de la Paroi 

W. H. D~RRANCE and E. J. DORE, The effect of mass 
.4u voisinage de la paroi, l’hypothbe usuelle 

transfer on the compressible turbulent boundary layer des forces d’inertie nkgligeables ou encore 
skin friction and heat transfer, J. Aeronaut. Sci. 21,404 
(1954). 

d’koulement paralMe conduit ri l’kquation 

M. W. RUBE~SIN, An analytical estimation of the effect 
dynamique 

of transpirating cooling on the heat transfer and skin 
friction characteristics of a compressible turbulent 
boundary layer, NACA TN 3341 (1954). 
J. H. CLARKE, H. R. MENKE~ and P. A. LIBBY. A 

au au p- - pu'v' = (,u -?- &)- = pv,u -!- rp 
ay ay 

J. KESTIN and L. N. PEKSEN, Application of Schmidt’s 
method to the calculation of SoaIding’s function and of 

provisional analysis of turbulent boundary layer injec- 
tion, J. Aeronaut. Sri. 22, 255 (1955). En prenant comme vitesse, longueur et masse 
H. S. MICKLEY and R. S. DAVIS, Momenfum transfer 
l’or (low over a flat plate with blowing. NACA TN 4017 

volumique de rkfkrence U, = J(zJp), v/u, et p, 

(1957). 
cette Cquation devient sans dimension : 

T. N. STEVENSON, A law of the wall for turbulent 
boundary layer with suction or injection, College of 
Aeronautics. Cranfield, R.A. No. 166 (July 1963). 

+ ad 
’ ay+ - = 1 -!- u;u+ (A.11 
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et admet done une solution universelle de la Le coefficient reduit 
forme alors d’aprts (A. 1) 

u+ = U+(y+,u;) ou &” = 1 + Ke-Kd(l 4 

de viscosite mixte est 

t++)+ 

u+ = u+(q+, u;) (A.53 

puisque 

q+ = 1 u+ dy+ = q+ty+, 0,‘). 

On a done 

et d’apres (A.l) 

au +- ( 1 1 au+ 1 -5 v;u+ 
--F 
84 X+ 

=-+= u+ dy &+24+ ’ 

relations utilisees dans Q 2. Notons que si la 
loi universelle (A.2) est consider&e comme 
purement experimentale, f’bquation (A.l) doit 
&tre consider&e comme une hypothese sur la 
tension tangentielle. 

Dans la sous couche laminaire, on a E+ = 1; 
l’equation (A.1) s’integre en 

Y+ = +- log (1 $ I++,. 

Dans la region de turbulence de paroi, Stevenson 
[9] propose une ioi de vitesse b&e sur la 
longueur de melange et sur les mesures pour la 
determination des constantes : 

p+ = e -Kd e2K/~p+ [(l + v;u+)” - 1-J 

oh K = 0,4 et d = 5,5. Le raccordement lisse 
de ces deux lois pourrait &tre obtenu suivant le 
pro&de propose par Spalding [20]. On obtient : 

y+ = $log (1 + U;u+) 

+ e_Kd 
u2 

-l-u-21+... 
> 

avec 

u = ?[(I -!- u,+uf)f - 11. 

x e’ ( -l-U-~+... . 
> 

Or d’apres [20], dans le MS sans injection E+ 

varie avec y + selon une puissance au moins 
egale a 3. Nous supposons que ceci reste 
valable en presence de l‘injection. On aboutit 
alors g la relation (14) utitiste dans ij 2. 

APPENDICE 2 

Profil de T~~~~~~~~re ~~l~~i~~ 

Nous cherchons une solution analytique de 
I’equation (16) du 4 3 

En faisant le changement de variables de .Y+, 
t en X’ et g = (53/9Przs’)l I’equation devient : 

ale ao v+ a0 
q- f (5 -!- q)- - ~(9P?%++yl)f--- 

a?2 au 3 ZYI 
ao = .y+- 
ar+* 

Cherchons une solution en shie de la forme : 

8 = e,(q) A ffl 9Przy+)* 8 (q) -L 
s 3 

( 1 I . . . 

En remplaCant dans l’equation, on obtient les 
deux premieres equations 

Les conditions aux limites appropriees sont : 

f? = 0, e. = 0, 0, = 0. 

q -+ =, b-t 1, 01 -+o. 
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On a vu que la solution pour 8, est c1 = 0 pour satisfaire A la condition A q = 0 et 
la condition A q + KI donne /I = 3. 

On a done : 

La solution gtrkrale de l’kquation en 19~ est 

et la solution cherchbe est 

8 = 8, + $(9W~+)f 8, = ( + $9 e,h) 1 

a, p &ant deux constantes d’intkgration. Comme 
5 \ L/ 

y( -f, q) + x, quand q --) 0, on doit avoir au second ordre en ul prb. 

Abstract-The mean energy equation of the homogeneous, incompressible turbulent boundary layer 
with blowing is numerically integrated and the Spalding number computed with the following assump- 
tions: constant laminar and turbulent Prandtl numbers; constant rate of blowing or suction; step wall 
temperature distribution; and a unified law of the wall. 

The numerical results are compared with some measurements of velocity and temperature profiles in 
the boundary layer. 

Zusammenfassung-Die Gleichung der mittleren Energie fur die homogene, inkompressible turbulente 
Grenzschicht mit Ausblasung wird numerisch integriert und die Spalding-Zahl wird unter den folgenden 
Voraussetzungen berechnet : konstante laminare und turbulente Prandtl-Zahlen ; konstante Ausblasung 
durch Absaugung; stufenformige Wandtemperaturverteilung und ein vereinheitlichtes Wandgesetz. 

Die numerischen Ergebnisse werden verglichen mit Messungen der Geschwindigkeits- und Temperatur- 
profile in der Grenzschicht. 

hHoTaqmx--npoBeaeH0 wcneKHoe ukiTerpupoBaKue ypaBKeHm cpeAKeil aaepruu og~o- 

pOHHOr0 necmuMaeMor0 Typ6yJleHTHOrO norpaHmHor0 CJIOR co BA~BOM, u paccwiTaK0 

'fuCJl0 CnOJl&uHranpu CJIe?JyloWuX ~Ony~eHURX:nOCTORHHble~aMUHapHbIeUTyp6yJleHTukle 

WiCJla npaHATJIJS; nOCTORHHaf4 CKOpOCTb BnyBa UJIU OTCOCa; cTyneHsaToe pacnpeneneme 
TeMnepaTypblo6TeKaeMOti CTeHKU; yHU#UlJUpOBaHHbIti 8aKOH CTeHKU. 

%N'IeHHbIe pe8J'JlbTaTbl CpaBHUBaJIUCb C ApyrUMU UaMepeHUHMU npO@iJle# CKOpOCTU U 

TeMnepaTypbI B norpaHu~Kom cnoe. 


