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REGIME THERMIQUE DE LA COUCHE LIMITE
TURBULENTE A PROPRIETES PHYSIQUES CONSTANTES
AVEC SOUFFLAGE*

L. F. TSEN et C. QUEMARD
Centre d’Etudes Aérodynamiques et Thermiques, Route de I'Aérodrome, 86—Poitiers, France

(Regu le 12 Decembre 1967)

Résumé-—L'équation de I'énergic moyenne d’une couche limite homogéne turbulente incompressible
avec transfert de masse a été numériquement intégrée et le coefficient de transfert de chaleur obtenu
sous forme de nombre de Spalding, 4 I'aide des hypothéses de nombres de Prandtl laminaire et turbulent
constants, d’un taux réduit de transfert de masse constant, d’une distribution de température 2 a paroi
en fonction échelon, et d’une loi unifiée de vitesse de paroi.

X, Vs

Xos
u, v,

On présente aussi quelques résultats de mesure de profiles de vitesse et de température en comparaison

avec les résultats théoriques.

NOTATIONS

systéme de coordonnées de la couche
limite ;

origine de la couche limite thermique;
composantes suivant x, y de Ia vitesse
moyenne;

vitesse extérieure;

vitesse normale d’injection;
température ;

température 4 la paroi et & extérieur;
masse volumique;

viscosités laminaire et turbulente;
conductibilités thermiques laminaire
et turbulente;

= u/p;

chaleur spécifique a pression con-
stante;

=0,4, constante de von Karmdn;
tension de frottement pariétal;

* Travail subventionné par la D.R.M.E. contrat n° 40465.

Pr,,

Re

x
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'=(ﬂ. + 8)6,,/(}1 + 8)9

¥
{ u dy, fonction de courant;
4}

(T, - T, — T,);
J{(t,/p), vitesse de frottement;
]

u,/vdx;

=yu/v;
=Ufu,;

=q/v;

cf. équations (8) et (9);

coefficient de frottement ;

nombre de Stanton;

= PrSt/,/(C/2), nombre de Spalding;;
= uC,/4, nombre de Prandtl;
=¢C,/k, nombre de Prandtl turbu-
lent;

nombre de
Prandtl mixte;

=u,x/v, nombre de Reynolds.
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1. INTRODUCTION

ParMi les méthodes utilisables pour refroidir
les surfaces soumises a I'échauffement par con-
vection, le transfert de masse, dont il est question
dans cette étude, consiste a injector de la paroi
dans la couche limite un fluide de température
inférieure 2 la température de frottement [1].
L’effet d'une telle injection est double. Premiére-
ment, une partie du flux de chaleur incident est
absorbée par la masse calorifique du fluide
injecté et éventuellement par la chaleur latente
de son changement d’état. Deuxiément, 1'in-
jection modifie les propriétés de la couche
limite non seulement par la nature du fluide
injecté qui peut étre différente de celle de
I’écoulement général, mais encore, méme dans
le cas d'une couche limite homogéne, par la
présence d’une vitesse normale a la paroi. Cette
vitesse qui, tout en restant faible, peut atteindre
des valeurs.comparables a celles de la com-
posante normale de la vitesse dans la couche
limite en absence de I'injection, introduit une
perturbation importante dans la couche limite
et réduit ainsi le coefficient de transfert de
chaleur: c’est l'effet d’écran que seul nous
considérerons.

L’influence de I'injection dans une couche
limite laminaire est assez bien connue car le
systéme d’équation peut étre intégré au moins
numériquement et le calcul mené & terme dans
bien des cas (par exemple [2-4]). Ces résultats
ont montré une diminution notable des co-
efficients de frottement et de transfert de chaleur
et un épaississement de la couche limite.

De méme que dans le cas sans injection
on ne dispose que d’une approche semi-
empirique pour I’étude de la couche limite
turbulente avec injection. Le régime dynamique
a principalement été étudié dans le cas d’une
plaque plane [5] a [11] et le régime thermique
en est souvent déduit par I'analogie de Reynolds
[5], c’est a dire en supposant essentiellement
que le nombre de Prandtl laminaire est égal a
I'unité et que I’hypothése d’'un nombre de
Prandtl turbulent unité reste valable en présence
de l'injection.
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En effet, en fluide incompressible a propriétés
physiques constantes, 1'équation de !'énergie
moyenne s’écrit en négligeant la dissipation
[12, 13]

u?I_LDQZ—E#—{-eadT (1)
ox ' dy  dy\pPr, oy

oll le nombre de Prandtl mixte est par définition

+
pr — (u+ eC, _ £ )

" A+ K 1 1

' — L+ —(" =1
Pr  Pr,
avec les conditions aux limites
y =0, T = Tyx), y = 0,

T->T, =Cte.

La comparaison de cette équation avec |’équa-
tion dynamique pour la plaque plane et les
conditions aux limites respectives montrent que
si Pr = Pr, = 1, si la paroi est isotherme et si
la couche limite thermique a la méme origine
que la couche limite dynamique (régime ther-
mique établi), alors les profils de vitesse u/u, et
de température (T — T)AT, — T,) sont ident-
iques quelle que soit la distribution de la
vitesse d’injection v,(x). On a notamment

St = C,2. (3)

L’'influence des nombres de Prandtl Pr, Pr,
différents de l'unité dans une couche limite
turbulente avec transfert de masse ne semble
avoir été étudiée que sous I’hypothése élément-
aire d’écoulement paralléle [6].

Par ailleurs, il est intéressant d’étudier le
régime thermique transitoire, c’est & dire le
retard de 1’établissement de la couche limite
thermique par rapport a la couche limite
dynamique, ce retard pouvant par exemple étre
occasionné par celui de linjection lorsque le
transfert de chaleur est directement lié a
I'injection de gaz froid dans la couche limite.
Enfin, comme il est généralement admis que le
nombre de Prandtl turbulent ne dépend que du
régime dynamique, I'équation de [énergie (1)
est linéaire en T et on peut se limiter a 1'étude
du cas élémentaire d'une distribution de tem-
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pérature a la paroi T,(x) en fonction échelon a
x = Xo. Le cas d’une distribution de Ty(x)
quelconque peut s’obtenir alors par super-
position de ces solutions élémentaires.

Nous allons étudier ce probléme élémentaire
pour Pr et Pr, égaux ou différents de l'unité.
Pour cela nous utilisons une méthode développée
a Dorigine par Lighthill [14] pour linéariser
les équations de la couche limite laminaire.
Cette méthode a été reprise par Spalding [15]
Kestin et alii [16, 17] pour la couche limite
turbulent sans transfert de masse. Le principe
consiste & intégrer I’équation (1) en y rem-
plagant les variables dynamiques u, v, ¢ par
leurs expressions valables seulement prés
de la paroi. Comme I’équation (1) est la méme
avec ou sans gradient de pression, si 'on peut
supposer que ces expressions sont insensibles
au gradient de pression, les résultats seront
aussi valables pour un gradient de pression
non nul. Les équations du probléme étant
les mémes, nous avons aussi inclus les cas
d’aspiration v, < 0 et de chauffage T, > T..

2. EQUATION TRANSFORMEE DE
L’ENERGIE

Soit une couche limite turbulente incom-
pressible soumise a un transfert de masse v,{x) et
dont la température 4 la paroi est égale a la
température de l'écoulement général T, jusqu’a
I’abscisse x = x, et égale 4 la température
T, = constante a partir de x, x, définit
I’abscisse de l'origine de la couche limite
thermique qui peut étre la méme que celle
de la couche limite dynamique (régime établi)
ou située en aval de cette derniére (régime
transitoire).

L’équation (1) et les conditions aux limites
s’écrivent alors:

00 00 0 [u+¢edb
”a”éra‘y'(pprm‘a;)’ @
X = Xo, 0=0; y =0, X > Xo,
0=1; y — o0, 0-0. (5)

Définissons la fonction de courant comme le
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débit entre la paroi et 'ordonnée y:

g = |udy.

(= s 3 ]

En présence du transfert de masse, une ligne
de courant n'est plus caractérisée par g =
constante, mais cette définition de g permet
d’écrire la loi de vitesse pres de la paroi d'une
maniére plus simple. Avec les variables x et ¢
de Von Mises, ’équation (4) se transforme a
I’aide de 1’équation de continuité en:

00 0 fut+e 00 00

ox dq (pPr,,, uﬁq) ~ oq
Comme la plus grande partie de la variation de
température a lieu dans la zone prés de la
paroi, on peut, suivant [14, 15], remplacer-
d’une maniére approximative dans cette équa-
tion, ¢ et u par leurs valeurs déduites de la loi
universelle de vitesse prés de la paroi. Pour cela,
il est commode d’utiliser a la place de x et g,
les variables réduites x* et u* comme variables
indépendantes. L’équation (6) devient alors:

CANNGANEE
ox* )+ \dq* ) \out ),
etu* fou” 00 .
[p (5;) (a—)— 9]
ou* 00
‘(5‘)(7) @)

Prés de la paroi, u* et ¢* sont des fonctions
universellesdeg™ etv,, et on a (voir appendice 1)

ox* q+‘ vy g+ dx*’

outy 1+ o ut
aqt ). etut
En reportant dans (7) ces relations valables

seulement prés de la paroi et en faisant pour
simplifier les changements de variable successifs

6)

1
z=—log(l + v u"), 8)
Up
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&= [Prpdz, 9)
o

z étant identique & u* en absence du transfert
de masse (v, = 0), I'équation (7) s'écrit alors:

i’} Pr, (0%6 , 00
T (f % :az)
cut\ dv; Pr, @0
B (37;“)4* dxp+ L+oju® & (19)
Les conditions aux limites (5} deviennent:
xt =90, 8=0; & =0, xt >0,
0=1; & - 0, 0 - 0. (11)

Nous supposons pour simplifier v, constant,
ce qui signifie en toute rigueur que la vitesse
d’injection est proportionnelle a la vitesse de
frottement. Cette hypothése est approximative-
ment vérifiée pour une vitesse d’injection con-
stante quand dans la zone étudiée, le coefficient
de frottement est sensiblement constant. On
peut alors négliger le dernier terme dans
I'équation (10) qui devient:

0 _ Pr, (3*0
axt

L o0
é?—vp(q,_& A

Le transfert de chaleur & la paroi est caractérisé
par le nombre de Spalding défini par:

2\ el
so=prst (&) = = (),

¢

On a tenu compte de la relation Pr,, = Prala
paroi dans la derniére égalité.

Nous allons intégrer numériquement 1'équa-
tion (12) avec des conditions (11) moxennant
les hypothéses de Pr et Pr, constants et d’un
coefficient de viscosité mixte réduit ¢* déduit
d’une loi universelle de vitesse qui raccorde
d’une maniére lisse la loi de vitesse dans la
sous-couche laminaire & la loi de vitesse dans
la région de turbulence de paroi proposée par

(12)

etu?
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Stevenson [9] (voir appendice 1):
e =1+00443(1 +pju")

2
x<ev~1«9——9f) (14)

avee

2K
U=220 +vfuty = 1].
UP
Dans 'equation (12), Pr,, est fonction de ¢*
par sa définition (2}, ¢* est fonction de u*
d’aprés (14) et u™ est finalement exprimable en

fonction de ¢ d'aprés (8) et (9), v, étant le

parameétre du taux d'injection. Remarquons
que si pour l'injection nulle v, = 0, I"équation
(10) ne dépend finalement des nombres de
Prandtl que par le rapport Pr/Pr, [18], il
n’en est plus de méme en présence de I’injection.

3. METHODE D’INTEGRATION NUMERIQUE
En posant

etut

[ =- Pr.

I’équation (12) s'écrit sous forme de différences
finies :

Bx* + Axt,E =0T, 5
- ¢[(1 + %’z/_\é) O(x*, & — Ag)

n (1 - %”—Aé> Ox*t, & + AS)

= 20(x7, f)] (15)

avec

AT
(A (&)

Cette -équation -permet de calculer le profil 6 a
I'abscisse x*™ + Ax* a partie du profil a
I'abscisse x*. Toutefois, d'aprés Kestin et
Persen [16] citant Schmidt, qui ont intégré
I'équation (15) pour v} =0, la stabilit¢ du
calcul implique ¢ < 0,5, de sorte que I'équation

¢
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(15) est inutilisable & la paroi puisque quand
£—-0,0naf(&)—0et ¢ > w. Pour calculer
6 au premier pas de la paroi (¢ = A¢), nous
utiliserons I'équation (12) a la paroi:

%0 oo

0= Feie vy 2

qui s'écrit sous forme de différences finies:

Bxt, AE) = % [(1 n ":2‘&5)
+ (1 - v—;’?—é-) 9(x+,2A¢)].

Le nombre de Spalding est alors d'aprés la
définition (13)

1 — 8(x", Ad)
W“A—éwp?.

L’inversion de [intégrale (9), nécessaire pour
le calcul de f(&) a été effectuée par itération en
utilisant la seconde formule de Simpson pour
I'intégration numérique.

Les pas Ax* et A¢ doivent étre choisis tels
que ¢ < 0,5. Des essais préliminaires ont montré
que "on peut se contenter des pas relativement
larges afin d’économiser le temps de calcul.
Le tableau de pas ci-dessous a finalement été
utilisé:

Sp(x™) =

¢ maximal

+ x+
x Ac a (Pr=1, Pr,=1)
1-10 04 0,03 0,23
10-10? 04 004 0,32
10%-10° 08 04 0,40
10°-10* 16 3 0,36

1l est possible de commencer formellement
Pintégration numérique de l'équation (15) a
partir de x™ =0 en utilisant la condition
initiale (11). Mais au voisinage de x* =0, la
condition de stabilité ¢ < 0,5 imposerait des
pas trés fins qui allongeraient le temps de
calcul. 11 est donc plus indiqué d’utiliser comme
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condition initiale une solution analytique en
laminaire pour x* suffisamment petit. En
effet, puisqu’au départ, la couche limite
thermique est entiérement contenue dans la
sous couche laminaire, on a2 ¢* =1, 4™ = z,
Pr, = Pr et 'équation (12) prendra sa forme
laminaire

L G
axt o E\ae2 Pag)
Dans le cas sans transfert de masse v, =0,
Lighthill [14] a montr§ qu’en posant
(;:3

T o P

(16)

i

cette équation devient:
d26 dé
— 4 ao D
’?dnz ¢ (’1 . 3) dfg 0

dont la solution vérifiant les conditions (11) est:
Y& n)
rG)
v et T désignent les fonctions culeriennes
incompléte et compléte. En présence du trans-
fert de masse, on vérifie que pour v, petit,

I’équation (16) admet la solution au second
ordre en v, prés (voir appendice 2):

Bx*, &) = (1 + v, g)%(n)»

By =1 -

Nous avons utilisé cette solution analytique
pour commencer le calcul numériqueen x* = 1.

4. RESULTATS NUMERIQUES

L’ensemble du calcul a &té effectué sur
ordinateur IBM 1620 pour les taux réduits
d’injection v, = —0,025, 0, 0,025, 0,050 et
0,075 et des x* variant de 1 3 10*. Nous avons
limité le calcul & x* = 10* pour une question
de temps, en effet un calcul pour un seul taox
v; dure 3 h 30 min environ. Le cas sans transfert
de masse a été inclus enr vue de comparer
avec les résultats de [16, 17]. Trois séries de
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v, " =-0,028
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FiG. 1(a). Profil de température 8(z): ¢ = —0,025.
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+
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FiG. 1{b). Profil de température 6(z): v, = 0.
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FIG. 1{c). Profil de température 6(z): v, = 0,025.
g,* = 0,050
=1 P/;=1
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—pr-0]1 Prye08

i
% g
=3
»~

NG

20 %

FiG. 1{d). Profile de température 8(z): v, = 0,050.
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v, "= 0078
= Prel

——Fr=071 Pp=1
—-—r=071 Pr-08

FIG. 1(e). Profil de température 6(z): v,

calcul ont été effectuées pour les nombres de
Prandtl.

Pr Pr,

i i
0,71 i
0,71 0,80

On a représenté Fig. 1 quelques uns des
profils de température § en fonction de :z
montrant ['influence du transfert de masse et
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FiG. 2tat. Nombre de Spalding Sp[x*}: Pr = L, Pr, = L

— 0,075,
40 T
1 S S
10 \, 10028
{ s
k- = —
S
’ 07
04 : =
0 ) \ |
033
L7 P TR PR g
-

F1G, 2(b). Nombre de Spalding Sp [x*}: Pr =071, Pr, = 1.

"
i, 540,025
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0025 -
L 0
75

© | Lo
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x*

F1G. 2(c). Nombre de Spalding Sp[x*}: Pr = 0,71, Pr, = 0.8.
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Tableau 1. Nombre de Spalding
@ Pr=1, Pr=1

0 o017 —0,025 0,025 0,050 0,075
x +

4 0,3369 0,34584 0,32817 0,31964 0,31133
7 0,28048 0,28945 0,27178 0,26335 0,25518
10 0,24948 0,2498 0,25952 0,24075 0,23235 0,22425
40 0,15889 0,1589 0,16818 0,15018 0,14204 0,13443
70 0,13346 0,1335 0,14274 0,12493 0,11711 0,10994
100 0,12006 0,1200 0,12928 0,11172 0,10419 0,09738
400 0,08716 0,08466 0,09521 0,08021 0,07418 0,06893
700 0,07706 0,07598 0,08476 0,07057 0,06505 0,06032
1000 0,07215 0,07151 0,07970 0,06587 0,06058 0,05608
4000 0,06033 0,05883 0,06698 0,05493 0,05043 0,04664
7000 0,05572 0,05504 0,06237 0,05044 0,04613 0,04253
10000 0,05330 0,05288 0,05998 0,04806 0,04382 0,04033

(b) Pr=071, Pr=1

=

0 0[17] ~0,025 0,025 0,050 0,075
x +

4 0,2989 0,30433 0,29325 0,28828 0,28315
7 0,2494 0,25485 0,24410 0,23896 0,23396
10 02221 0,2228 0,22754 0,21675 021162 0,20667
40 0,1418 0,1418 0,14737 0,13647 0,13152 0,12689
70 0,1191 0,1191 0,12467 0,11400 0,10929 0,10496
100 0,1071 0,1072 0,11675 0,10218 0,09768 0,09359
400 0,7608 0,07503 0,08074 0,07210 0,06863 0,06560
700 06814 0,06680 007162 0,06364 0,06053 0,05783
1000 0,6303 0,06248 0,06697 0,05927 0,05630 0,05376
4000 0,5089 0,05007 0,05458 0,04786 0,04533 0,04321
7000 0,4676 0,04638 0,05038 0,04388 0,04152 0,03960
10000 0,4452 0,04428 0,04815 004168 0,03939 0,03750

{¢) Pr=0,71, Pr, = 0,80

v +
. ’ 0 ~0,025 0,025 0,05 0,075
X
4 0,29890 0,30436 0,29356 0,28832 0,28319
7 0,24947 0,25491 024418 0.23905 0,23406
10 022216 022763 021687 0.21176 0,20682
40 0.14222 0.14777 0,13703 0.13217 0.12764
70 0.11993 0.12534 0.11496 0.11042 0,10626
100 0,10824 0.11350 0,10349 0,0992 0,09533
400 0,07850 0,08271 0,07489 007177 0,06906
700 0,07030 007415 0,06706 0,06431 0,06194
1000 0,06608 0,06978 0,06301 0,06041 0,05819
4000 0,05469 005785 0,05201 0,04995 0,04846
7000 0,05082 0,05386 0,04840 0,04648 0,04488

10000 0,04868 0,05169 0,04632 0,04443 0,04288
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des nombres de Prandtl. Nous renvoyons a
[19] pour d’autres résultats numériques plus
détaillés sur ces profils. Dans ces figures, nous
avons préféré utiliser la variable z au lieu de ¢
pour faciliter Pinterprétation des résultats ex-
périmentaux puisqu’a I'inverse de &, z est une
quantité plus facilement mesurable.

Le nombre de Spalding calculé est représenté
tableau 1 et Fig. 2. Pour v, = 0, on y a inclus
pour comparaison les valeurs obtenues par
Gardner et Kestin [17] montrant ainsi que
malgré des pas assez larges par rapport a ceux
employés dans [ 17], la précision du calcul reste
acceptable.

Danslecas Pr = Pr, = 1,3 causede'analogie
de Reynolds, les équations (4) ou (6), (10) et
(12) avec 8 remplacé par 1 — u/u, représentent
aussi les équations dynamiques sans gradient
de pression avec respectivement les mémes
degrésd’approximation, de sorte que les résultats
numériques dans ce cas peuvent €tre utilisés
pour ce probléme dynamique; x, représente
alors le bord d’attaque de la plaque plane que
'on peut prendre comme I'origine des x(xy = 0).
On a alors d’apres (3)

v
= [/

Donc les courbes de la Fig. 2(a) représentent
aussi 'expression implicite d’une loi de frotte-
ment de la couche limite sur plaque plane avec
transfert de masse.

et

5. COMPARAISON EXPERIMENTALE

Des mesures de profil de vitesse gt de tem-
pérature ont été effectuées dans une soufflerie
dont le plancher comporte une partie poreuse a
travers laquelle on injecte de I'air chauffé.
De ces profils, on a pu déduire le coefficient
de frottement C, donc la vitesse de frottement

L. F, TSEN et C. QUEMARD

u, par l'équation dynamique intégrale. Les
conditions d’essais et les résultats de mesures
sont indiqués en détail dans [19]. Les Fig. 3
représentent les profils de température et de

05
Mesures XES“
w ) i
00252, 10476
83 o 1284
* Theorie —
2] w= 0025
02 Pre 071
' Pre 0,80
81 R R
0
2
15
Mesures x =
04 . L%
' . . 701
w0084 9,176
03 W 17,288
! Theorie —
g v gyg;su
Fra
02 \\ Pr 080
NN,
0 (b} N > i
10 15 2

F16G. 3. Profils de température expérimental et théorique 0(z).

vitesse mesurés interprétés en 8(z) en compar-
aison avec les courbes théoriques pour Pr = 0,71
et Pr,= 08 aux taux d’injection v, voisins.
L’accord peut étre considéré comme encourage-
ant sil’on tient compte de la marge d'imprécision
généralement attribuée a la détermination du
coefficient de frottement par 1'équation in-
tégrale en présence du transfert de masse.

6. CONCLUSION

L équation del’énergie moyenne d 'une couche
limite turbulente incompressible avec transfert
de masse a pu étre intégrée et le coefficient de
transfert de chaleur obtenu sous forme de
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nombre de Spalding sous les hypothéses Pr
constant, Pr, constant, v, constant, T, en

p
fonction échelon et une loi universelle de

vitesse raccordant d’une maniére lisse 1a loi de
sous couche laminaire & la loi de turbulence
de paroi de Stevenson. On a enregistré un
certain accord avec les expériences, ce qui
suggére que ['hypothése si souvent utilisée
faute de mieux, dans le cas sans transfert de
masse, d’'un nombre de Prandtl turbulent
constant voisin de 0,8 pourrait étre appliquée
aussi en presence de transfert de masse. Bien
sir, la question de savoir avec plus de précision
comment le transfert de masse peut affecter le
profil du nombre de Prandtl turbulent dans
une couche limite reste posée.

Comme dans le cas Pr = Pr, = 1, les équa-
tions dynamique et de "énergie d'une couche
limite sans gradient de pression sont identiques,
les résultats numériques obtenus dans ce cas
peuvent étre utilisés aussi a4 la détermination
du coefficient de frottement sur une plaque
plane en présence de transfert de masse.
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APPENDICE 1
Loi Unifi¢e de Vitesse Prés de la Paroi

Au voisinage de la paroi, I'hypothése usuelle
des forces d’inertie négligeables ou encore
d’écoulement paralléle conduit a 1'équation
dynamique

ou

— - u’v’—( .Ls)ég— e
3 ou'y’ = (u < ay—pvpu LT,

En prenant comme vitesse, longueur et masse
volumique de référence u, = \/(z,/p), v/u, et p,
cette équation devient sans dimension :
ou’
e =1+v7u"
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et admet donc une solution universelle de la
forme

+

u" =u*(y",v;) ou
ut =ut(g*,v)) (A2)
puisque
I
gt = !) utdyt =q*(, ;).
On a donc
(61{*) _ (éu’“) do;
OXT) 4+ v, )+ dx?
et d'aprés (A.1)

ou* Uout  1+o u’
<6q+)x+ Tutoyt etut
relations utilisées dans § 2. Notons que si la
loi universelle (A.2) est considérée comme
purement expérimentale, ’¢quation (A.1) doit
8tre considérée comme une hypothése sur la

tension tangentielle.
Dans la sous couche laminaire, ona ¢ = 1;
I"équation {A.1) s’intégre en

1
yt =U—+-log(1 + v u)
4

Dans la région de turbulence de paroi, Stevenson
[9] propose une loi de vitesse basée sur la
longueur de mélange et sur les mesures pour la
détermination des constantes:

yto=e KKt (1 4 pfutyt — 1]

ot K =04 et d = 5,5. Le raccordement lisse
de ces deux lois pourrait étre obtenu suivant le
procédé proposé par Spalding [20]. On obtient :

1
yt = ;;Iog{l + oy ut)

P
UZ
+C_Kd<eu—1—U"~‘i"+...>

avee

= i—lf[(l e v;"uJ’)é - 1]

p

L. F. TSEN ¢t C. QUEMARD

Le coefficient réduit de viscosité mixte est
alors d’aprés (A.1)

e" =1+ Ke ™ (1 +pfu*)

12
x(e”-l—~U~—%f~+...).

Or daprés [20], dans le cas sans injection ¢”
varie avec y* selon une puissance au moins
égale a 3. Nous supposons que ceci reste
valable en présence de l'injection. On aboutit
alors 4 la relation (14) utilisée dans § 2.

APPENDICE 2
Profil de Température Initial
Nous cherchons une solution analytique de
I"équation (16} du § 3
26 Pri{o*0 L 00
T('é? — ?Z)

En faisant le changement de variables de x*,

Eenx”t ety = (E3/9Prix™), 'équation devient :
%0 00 v oo
a2y R 2ty

Mo (5 + ")aq 3 OPrixTn) P

axt

Cherchons une solution en série de la forme:
+
0 = ) + "Tpmr?\-*)& 0,07 + ...

En remplacant dans ['équation, on obtient les
deux premiéres équations

d3a, dé
L2 o0 1)
" ’(3"’)dn :
d%6, df d0
-+ 2 + bt S lB — ‘3“.,,.._9
Les conditions aux limites appropriées sont:
n=06,=0, 6, =0
-, 0,1, 08,0
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On a vu que la solution pour 0, est a = 0 pour satisfaire a la condition a n = 0 et
1 la condition & # — oo donne § = 3.
Op=1— 'Y(3’1’I)‘ On a donc:
I'G) )
. , . . 3.4 YG 1) 3%
La solution générale de I'équation en 0, est 0, =31 ~Td) )T 31 Oo(n)
1
0, = an* y(—5,n) + Bt - 3* Y;f(’:;), et la solution cherchée est
3 + +
0= 0, + T OPPXT) 0, = (1 n %) 0ot

a, B étant deux constantes d'intégration. Comme
¥(—%,7) > o quand n—0, on doit avoir ausecond ordre en v, prés.

Abstract—The mean energy equation of the homogeneous, incompressible turbulent boundary layer
with blowing is numerically integrated and the Spalding number computed with the following assump-
tions: constant laminar and turbulent Prandtl numbers; constant rate of blowing or suction; step wall
temperature distribution; and a unified law of the wall.
The numerical results are compared with some measurements of velocity and temperature profiles in
the boundary layer.

Zusammenfassung—Die Gleichung der mittleren Energie fiir die homogene, inkompressible turbulente
Grenzschicht mit Ausblasung wird numerisch integriert und die Spalding-Zahl wird unter den folgenden
Voraussetzungen berechnet: konstante laminare und turbulente Prandtl-Zahlen; konstante Ausblasung
durch Absaugung; stufenférmige Wandtemperaturverteilung und ein vereinheitlichtes Wandgesetz.
Die numerischen Ergebnisse werden verglichen mit Messungen der Geschwindigkeits- und Temperatur-
profile in der Grenzschicht.

Ansoranua—IIpoBenieHo uuciIeHHOe MHTErpUPOBAHNE YPaBHEHUA CpefHell DHePrMM OLHO-
PORHOTO HECHHMMAeMOro TypOyJIeHTHOr0 MOTPAHMYHOrO CJOA CO BAYBOM, M DacCYUTAHO
uncao CHOoJAUHTA NP CREAYIOIMX TOMYIEHUAX ;| IOCTOAHHEE JAMNHAPHKE U Typ Gy eHTHEE
uncaa [IpaHATaA ; MOCTOAHHAA CKOPOCTH BAYBA MJIM OTCOCA ; CTYIEHYATOE paclpefesieHHe
TeMnepaTypH 06TexaeMolt CTeHKM ; yHHGULUMPOBAHHKIA 3AKOH CTEHKH .,
UncieHHHe peaysbTaTH CPABHHBAINCH C APYTUMU M3MepPeHUAMH Npoduiell CKOPOCTH M
TeMIlepaTypH B NOrpaHUYHOM CJoe.



